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摘要　井中震源在逆ＶＳＰ、随钻地震和采矿地球物理研究中都有广泛应用．满足“小井孔”（井孔半径远小于特征波

长）及“远场”（炮检距大于特征波长）假设时，井中震源的远场波场存在解析解．为了检验解析解在不同情况下的适

用性，本文使用最速下降积分计算了不满足上述假设时井中震源远场波场的合成地震记录，即半解析解．模型试验

表明，解析解只能在同时满足“小井孔”和“远场”假设时使用；当这两个假设条件不满足时，解析解的振幅和波形相

对于半解析解会有明显的偏差．随着假设不满足程度的增加，偏差会逐渐增加，并会逐渐影响走时的准确拾取；这

种条件下，采用半解析解才能获得准确的井中震源波场．

关键词　井中震源；远场波场；解析解；最速下降积分；最速下降法
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ｔｈｅｔｈｒｅｅｂａｓｉｃｂｏｒｅｈｏｌｅｓｏｕｒｃｅｓ．
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１　引言

井中震源是指具有圆柱形结构的震源，常用于

人工震源的地震探测和勘探中，例如深地震测深、地

震勘探和采矿地球物理等领域．常见的井中震源包

括炸药震源，井下的空气枪、水枪、射孔枪、以及钻头

震源等（Ｃｈｅｎｅｔａｌ．，１９９０）．钻井的存在给井中震

源问题带来了较为复杂的边界条件，使得井中震源

波场体现出与常规震源不同的特性（ＬｅｅａｎｄＢａｌｃｈ，

１９８２；Ｍｅｒｅｄｉｔｈｅｔａｌ．，１９９３）．

以震源类型划分，井中震源可以大致分为三种：

即径向应力源、轴向应力源和旋转应力源，其他震源

可以由这三种震源的组合而成．采矿地球物理中的

炸药震源可以简化为径向应力源（Ｂｌａｉｒ，２００７，

２０１０），随钻地震勘探中的钻头震源可以简化成轴向

应力源和旋转应力源的组合（ＲｅｃｔｏｒａｎｄＨａｒｄａｇｅ，

１９９２）．以研究区域划分，井中震源的波场可以分为

井内波场和井外波场．井内波场作为声波测井的主

要研究区域，前人已经对其有大量而详实的研究

（ＴｓａｎｇａｎｄＲａｄｅｒ，１９７９；ＣｈｅｎｇａｎｄＴｏｋｓｚ，１９８１；

Ｔｕｂｍａｎｅｔａｌ．，１９８４；Ｃｈｅｎｇ，１９９４；沈建国和张海

澜，２０００）；而井外波场的研究还相对较少（Ｈｅｅｌａｎ，

１９５３；ＬｅｅａｎｄＢａｌｃｈ，１９８２；Ｍｅｒｅｄｉｔｈ，１９９１；刘银

斌等，１９９３ａ，ｂ；张钋等，１９９５；Ｂｌａｉｒ，２００７）．但是

随着采矿地球物理和随钻地震的发展，井外波场研

究的重要性日益明显（ＲｅｃｔｏｒａｎｄＭａｒｉｏｎ，１９９１；Ｒｅｃｔｏｒ

ａｎｄＨａｒｄａｇｅ，１９９２；Ｈａｌｄｏｒｓｅｎｅｔａｌ．，１９９５；Ｐｏｌｅｔｔｏ，

２００５；ＶａｓｃｏｎｃｅｌｏｓａｎｄＳｎｉｅｄｅｒ，２００８；陆斌等，２００９；王

鹏等，２００９；黄伟传等２０１０；吴何珍等，２０１０）．

井中震源的波场研究方法主要分为数值模拟方

法（Ｃｈｅｎｇ，１９９４；ＤｏｎｇａｎｄＴｏｋｓｚ，１９９５）和解析

法（Ｈｅｅｌａｎ，１９５３；ＴｓａｎｇａｎｄＲａｄｅｒ，１９７９；Ｌｅｅ，

１９８６；Ｍｅｒｅｄｉｔｈｅｔａｌ．，１９９３；Ｄｅ Ｈｏｏｐｅｔａｌ．，

１９９４；Ｂｌａｉｒ，２００７）两类．而井外波场问题的计算区

域（如炮检距为１０００ｍ）和研究对象（如钻井半径为

０．１ｍ）的尺度相差很大，因此在使用数值模拟方法

时，如果要求网格尺寸逼近钻井半径，波场模拟效果

较好，但计算量会过大；如果网格尺寸过大则不能很

好地研究井中震源的地震波场特征（王鹏等，２００９）．

所以，解析法成为目前研究井外波场的主要手段．

Ｈｅｅｌａｎ（１９５３）在远场近似下得到了有限长度

的三种基本井中震源的远场解析解．Ｊｏｒｄａｎ（１９６２）

和ＡｂｏＺｅｎａ（１９７７）使用不同的方法也获得了井中

震源的远场解析解．Ｌｅｅ和Ｂａｌｃｈ（１９８２）考虑了钻井

中流体的存在，得到含液井的远场解析解．刘银斌等

（１９９３ａ，ｂ）将多个震源的解叠加起来，得到了井中震

源阵列的远场解析解．上述研究均基于两个假设条

件：（１）井孔半径远小于特征波长；（２）炮检距大于特

征波长．本文中我们分别称之为“小井孔”和“远场”

假设．Ｍｅｒｅｄｉｔｈ（１９９１）和Ｂｌａｉｒ（２００７）使用离散波数

法对频率波数域的解进行数值积分，得到了精确的

远场波场，并分别应用于井间地震和采矿地球物理

的研究．离散波数法通过增加等间距的虚拟震源，将

积分转化为求和，是计算波数域积分的常用方法

（ＢｏｕｃｈｏｎａｎｄＡｋｉ，１９７７；Ｂｏｕｃｈｏｎ，１９７８，２００３）．

但是波数域积分中极点（ｐｏｌｅ）和支线（ｂｒａｎｃｈｃｕｔ）

所代表的丰富物理意义也随之消失（Ｌａｐｗｏｏｄ，

１９４９）．为了保留波数域积分的优势，井内波场的研

究通常采用实轴积分法（ＴｓａｎｇａｎｄＲａｄｅｒ，１９７９；

沈建国和张海澜，２０００）．但是当研究井外波场时，由

于炮检距一般远大于钻孔半径，实轴积分的积分函

数会出现高频振荡的现象，严重影响数值积分的精

度和计算量，不适用于井外波场的计算．

为了克服波数域实轴积分中出现的高频振荡现

象，本文提出一种基于最速下降路径的数值积分方

法，并通过比较数值积分和解析解之间的误差，探讨

远场解析解的适用性条件．

２　井中震源波场解析解

２．１　频率波数域的解析解

假设在各向同性弹性全空间中存在一个无限长

的圆柱形空洞（半径为犪），用来模拟钻井或者炮眼．

井内的震源通过圆柱形的边界对井外空间产生的影

响，通常可以用井壁两侧位移或者应力的连续性来

传递．本文中我们考虑井中为真空，井壁为自由边界

条件的情况，因此只需考虑应力源对井外空间的作用．

为了便于边界条件的描述，我们采用柱坐标系，

并将柱坐标系的狕轴与圆柱形空洞的对称轴重合

（图１ａ）．在柱坐标系下，边界上的应力可以用σ狉狉，

σ狉θ，σ狉狕 三个分量来表示，它们分别对应于径向、旋转

和轴向应力源（图１ｂ）．

柱坐标系下的平衡方程（忽略体力项）为
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　８期 徐逸鹤等：井中震源的远场波场特征研究

图１　井中震源示意图

（ａ）震源结构．震源Ｓ呈轴对称状分布于半径为犪的井壁上，

检波器位于Ｐ（狉，狕）点．（ｂ）三种基本的井中震源．

Ｆｉｇ．１　Ｄｉａｇｒａｍｏｆｄｏｗｎｈｏｌｅｓｅｉｓｍｉｃｓｏｕｒｃｅｓ

（ａ）Ｓｏｕｒｃｅｇｅｏｍｅｔｒｙ．ＴｈｅｓｏｕｒｃｅＳｉｓｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌｌｙ

ａｒｏｕｎｄｔｈｅｂｏｒｅｈｏｌｅｗａｌｌｏｆｒａｄｉｕｓ犪．Ｔｈｅｒｅｃｅｉｖｅｒｉｓｐｌａｃｅｄａｔ

ｐｏｉｎｔＰ（狉，狕）．（ｂ）Ｔｈｒｅｅｂａｓｉｃｔｙｐｅｓｏｆｄｏｗｎｈｏｌｅｓｅｉｓｍｉｃｓｏｕｒｃｅｓ．
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（１）

各向同性介质的 Ｈｏｏｋｅ定理是

σ狉狉
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其中λ，μ是Ｌａｍé常数．几何关系是
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ε狕狕 ＝
狌狕

狕
，

ε狉θ ＝
１

２

１

狉
狌狉

θ
＋
狌θ
狉
－
狌θ（ ）狉 ，

εθ狕 ＝
１

２

狌θ
狕
＋
１

狉
狌狕（ ）θ

，

ε狉狕 ＝
１

２

狌狕

狉
＋
狌狉

（ ）狕 ，

（３）

使用Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ分解和极环分解，我们可以将位移场

狌＝（狌狉，狌θ，狌狕）
Ｔ分成三个标量场的组合（Ｍｅｒｅｄｉｔｈ，

１９９１）：

狌＝

Δ

＋

Δ

×

Δ

犲狕＋

Δ

×（ψ犲狕［ ］）， （４）

其中，ψ， 为标量函数，称为势函数，分别对应Ｐ波，

ＳＶ波和ＳＨ波．将（２）—（５）式代入（１）式，整理可得，

Δ

２

－
ρ

λ＋２μ


２


狋

２ ＝０，

Δ

２

ψ－
ρ

λ＋２μ


２

ψ
狋

２ ＝０，

Δ

２
－ρ
μ


２

狋
２ ＝０，

（５）

其中

Δ

２
＝

２

狉
２＋
１

狉

狉
＋
１

狉２

２

θ
２＋

２

狕
２
，是柱坐标系

下的Ｌａｐｌａｃｅ算子．关于，ψ， 方程的独立性也与

各向同性介质中Ｐ，ＳＶ，ＳＨ波解耦的现象一致．震

源在该问题中以边界条件的形式表现．只考虑轴对

称问题，则边界条件可以表示为

　　　　　　

σ狉狉 狉＝犪 ＝犫１（狕，狋），

σ狉θ 狉＝犪 ＝犫２（狕，狋），

σ狉狕 狉＝犪 ＝犫３（狕，狋），

（６）

其中犫１，犫２，犫３ 分别对应于径向、旋转和轴向应力源．

将波动方程（５）和边界条件（６）变换到频率波数域，

求解这个边值问题，可得频率波数域的井中震源解：

珦犝狉

珦犝θ

珦犝

熿

燀

燄

燅狕

＝

犔１１
犱

０
犔１３
犱

０ 犔２２ ０

犔３１
犱

０
犔３３

熿

燀

燄

燅犱

珟犅１

珟犅２

珟犅

熿

燀

燄

燅３

， （７）

其中，珦犝狉，珦犝θ，珦犝狕，珟犅１，珟犅２，珟犅３分别是位移和边界条件

在频率波数域的表示，满足

珦犝犼（狉，犺，ω）＝

　∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
狌犼（狉，狕，狋）ｅｘｐ（－ｉ犺狕＋ｉω狋）ｄ狕ｄ狋，犼＝狉，θ，狕

珟犅犼（狉，犺，ω）＝

　∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
犫犼（狉，狕，狋）ｅｘｐ（－ｉ犺狕＋ｉω狋）ｄ狕ｄ狋，犼＝１，２，３

（８）

而犱，犔犻犼 分别为
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犱＝ （ρω
２
－２μ犺

２）２犎
（１）

０
（狇１犪）犎

（１）

１
（狇２犪）＋４μ

２犺２狇１狇２犎
（１）

１
（狇１犪）犎

（１）

０
（狇２犪）－２μρω

２
狇１
１

犪
犎

（１）

１
（狇１犪）犎

（１）

１
（狇２犪），

犔１１ ＝狇１ （ρω
２
－２μ犺

２）犎
（１）

１
（狇２犪）犎

（１）

１
（狇１狉）＋２μ犺

２犎
（１）

１
（狇１犪）犎

（１）

１
（狇２狉［ ］），

犔１３ ＝ｉ犺

－２μ狇１ 狇２犎
（１）

０
（狇２犪）－

１

犪
犎

（１）

１
（狇２犪（ ））犎（１）

１
（狇１狉）

＋ （ρω
２
－２μ犺

２）犎
（１）

０
（狇１犪）－２μ狇１

１

犪
犎

（１）

１
（狇１犪［ ］）犎（１）

１
（狇２狉

熿

燀

燄

燅
）

，

犔２２ ＝－
犎
（１）

１
（狇３狉）

μ狇３犎
（１）

２
（狇３犪）

，

犔３１ ＝－ｉ犺 （ρω
２
－２μ犺

２）犎
（１）

１
（狇２犪）犎

（１）

０
（狇１狉）－２μ狇１狇２犎

（１）

１
（狇１犪）犎

（１）

０
（狇２狉［ ］），

犔３３＝－２μ犺
２
狇２犎

（１）

０
（狇２犪）－

１

犪
犎
（１）

１
（狇２犪（ ））犎（１）

０
（狇１狉）－ （ρω

２
－２μ犺

２）犎
（１）

０
（狇１犪）－２μ狇１

１

犪
犎
（１）

１
（狇１犪［ ］）狇２犎（１）

０
（狇２狉）．

（９）

其中ω是频率，犺是狕方向波数，狇犼（犼＝１，２，３）分别是Ｐ，ＳＶ和ＳＨ波的狉方向波数，狉，狕是检波器的位置，

犎
（１）

狀
（狕）是狀阶 Ｈａｎｋｅｌ函数，代表狀阶的柱面波．获得物理空间域的解需要对频率波数解进行如下反变换：

狌（狉，狕，狋）＝
１

２（ ）π
２

∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞

珟犝０（狉，犺，ω）ｅｘｐｉ（犺狕－ω狋［ ］）ｄ犺ｄω， （１０）

其中珟犝０ ＝ 珦犝狉，珦犝θ，珦犝［ ］狕
Ｔ．

前人关于井中震源的解析解研究中，尽管采用的具体方法不尽相同，但最终都会得到与（９）式等价的解

（Ｈｅｅｌａｎ，１９５３；ＡｂｏＺｅｎａ，１９７７；ＬｅｅａｎｄＢａｌｃｈ，１９８２；Ｍｅｒｅｄｉｔｈ，１９９１；刘银斌等，１９９３ａ，ｂ；Ｂｌａｉｒ，

２００７）．而对（１０）式中双重积分的计算方法则主要分为两类．一类是在远场的假设下，解析地计算两个积分，

得到远场解析解（Ｈｅｅｌａｎ，１９５３；ＡｂｏＺｅｎａ，１９７７；ＬｅｅａｎｄＢａｌｃｈ，１９８２）；另一类是采用数值积分法计算，

得到半解析解（Ｍｅｒｅｄｉｔｈ，１９９１；Ｂｌａｉｒ，２００７）．

２．２　近似条件下的远场解析解

建立远场解析解需要两个基本假设条件．首先是“小井孔”假设，即钻井半径远小于特征波长．这时狇犪＝

２π
犪

λ
１，故Ｈａｎｋｅｌ函数有如下近似表达式：

犎
（１）

狀
（狇犪）≈

ｉ
２

π
ｌｎ
狇犪（ ）２ ＋［ ］γ 　ｉｆ狀＝０，

－ｉ
Γ（狀）

π

２

狇（ ）犪
狀

　ｉｆ狀＞０
烅

烄

烆
，

（１１）

其中γ是Ｅｕｌｅｒ常数，Γ（狀）是ｇａｍｍａ函数．并且可以进一步推知，

犎
（１）

狀
（狇犪）

犎
（１）
狀＋１（狇犪）

≈０， （１２）

所以（９）式中的所有关于犎
（１）

狀
（狇犪）的项都可以得到简化，只保留了犎

（１）

狀
（狇狉）．

当狉大于特征波长，即“远场”假设成立时，可以采用最速下降法（ＡｋｉａｎｄＲｉｃｈａｒｄｓ，２００２）计算关于

犎
（１）

狀
（狇狉）的波数域积分，从而得到频率域的解析解：

珘狌狉（狉，狕，ω）＝
ｉ犪２

４μ犚
ｃｏｓ １－

２μ
λ＋２μ

ｓｉｎ２（ ） ωαｅｉω
犚
α ＋２ｓｉｎ

２


ω

β
ｅｉω

犚

［ ］β 珘犫１－ 犪
２μ犚

μ
λ＋２μ

ｅｉω
犚
α －ｅ

ｉω
犚

［ ］β ｓｉｎｃｏｓ珘犫３，

珘狌狕（狉，狕，ω）＝
ｉ犪２

４μ犚
ｓｉｎ １－

２μ
λ＋２μ

ｓｉｎ２（ ） ωαｅｉω
犚
α －２ｃｏｓ

２


ω

β
ｅｉω

犚

［ ］β 珘犫１－ 犪
２μ犚

μ
λ＋２μ

ｓｉｎ２ｅ
ｉω
犚
α ＋ｃｏｓ

２

ｅ
ｉω
犚

［ ］β 珘犫３，

珘狌θ（狉，狕，ω）＝
ｉ犪２

４μ犚
ω

β
ｃｏｓ

珘犫２， （１３）

其中珘狌狉，珘狌θ，珘狌狕，珘犫１，珘犫２，珘犫３ 分别是频率域内的位移和边界条件，α，β分别是Ｐ波和ＳＶ波的速度，是射线方向

和柱坐标系中狉方向的夹角，犚＝ 狉２＋狕槡
２．

假设三种应力源的形式都是δ（狕）犌（狋），其中犌（狋）是震源时间函数．那么对（１３）式作反Ｆｏｕｒｉｅｒ变换，可

以得到这三类震源在物理空间域的解．

（１）径向应力源：

６１９２
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狌狉（狉，狕，狋）＝－
犪２

４μ犚
ｃｏｓ １－

２μ
λ＋２μ

ｓｉｎ２（ ） １

α
犌′狋－

犚（ ）α ＋２ｓｉｎ
２


１

β
犌′狋－

犚（ ）［ ］
β

，

狌狕（狉，狕，狋）＝－
犪２

４μ犚
ｓｉｎ １－

２μ
λ＋２μ

ｓｉｎ２（ ） １

α
犌′狋－

犚（ ）α －２ｃｏｓ
２


１

β
犌′狋－

犚（ ）［ ］
β

．

（１４）

（２）轴向应力源：

狌狉（狉，狕，狋）＝－
犪
２μ犚

μ
λ＋２μ

ｓｉｎｃｏｓ犌（狋－犚／α）－ｃｏｓｓｉｎ犌（狋－犚／β［ ］），

狌狕（狉，狕，狋）＝－
犪
２μ犚

μ
λ＋２μ

ｓｉｎ２犌（狋－犚／α）＋ｃｏｓ
２

犌（狋－犚／β［ ］）．
（１５）

　　（３）旋转应力源：

狌θ（狉，狕，狋）＝－
犪２

４μ犚β
ｃｏｓ犌′（狋－犚／β）． （１６）

其中犌′（狋）为震源时间函数的导数，是径向和旋转

应力源产生的远场波形，而轴向压力源产生的远场

波形则正比于震源时间函数犌（狋）．

在径向和轴向应力源的位移表示为Ｐ波和ＳＶ

波的组合．为了分离Ｐ和ＳＶ的贡献，我们引入坐标

系 （犚，，θ），其中

狉＝犚ｃｏｓ，狕＝犚ｓｉｎ， （１７）

那么犚，方向的位移可以通过狉，狕方向的位移旋转

得到

狌犚 ＝狌狉ｃｏｓ＋狌狕ｓｉｎ，狌 ＝－狌狉ｓｉｎ＋狌狕ｃｏｓ，

（１８）

在新的坐标系下，径向和轴向应力源的位移分别为

狌犚 ＝－
犪２

４μα犚
１－

２μ
λ＋２μ

ｓｉｎ２（ ）犌′（狋－犚／α），

狌 ＝
犪２

２μβ犚
ｓｉｎｃｏｓ犌′（狋－犚／β），

（１９）

和

狌犚 ＝－
犪

２（λ＋２μ）犚
ｓｉｎ犌（狋－犚／α），

狌 ＝－
犪
２μ犚
ｃｏｓ犌（狋－犚／β）．

（２０）

　　考虑到本文中的定义与前人使用的犔 的关

系 ＝犔 －π／２，上述公式与前人的结果一致

（Ｈｅｅｌａｎ，１９５３；ＬｅｅａｎｄＢａｌｃｈ，１９８２）．从（１９）、

（２０）式中可以看出，两种震源激发的ＳＶ波能量都比

Ｐ波能量大，并且能量差会随着两种波速差的增大而

增大（图２）．

３　井中震源波场半解析解

为了计算最速下降路径积分，我们首先求解最

速下降路径的解析表达式，然后采用数值积分方法，

沿着最速下降路径计算频率波数域解的积分．

理想情况下，计算犉（犺）的最速下降积分路径

图２　井中震源的远场辐射图样

（修改自ＬｅｅａｎｄＢａｌｃｈ，１９８２；参数相同）

震源分别是（ａ）施加在裸眼井井壁上的径向压力源，（ｂ）施加在充

液井井壁上的径向压力源，和（ｃ）位于充液井对称轴上的单极声波源．

Ｆｉｇ．２　Ｆａｒｆｉｅｌｄｒａｄｉａｔｉｏｎｐａｔｔｅｒｎｓｆｏｒｄｏｗｎｈｏｌｅｓｅｉｓｍｉｃ

ｓｏｕｒｃｅｓ（ｍｏｄｉｆｉｅｄａｆｔｅｒＬｅｅａｎｄＢａｌｃｈ，１９８２；ｓａｍｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ａｒｅｕｓｅｄ）

Ｔｈｅｓｏｕｒｃｅｓａｒｅｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ（ａ）ａｒａｄｉａｌｓｔｒｅｓｓｓｏｕｒｃｅａｐｐｌｉｅｄｏｎ

ａｎｅｍｐｔｙｂｏｒｅｈｏｌｅ，（ｂ）ａｒａｄｉａｌｓｔｒｅｓｓｓｏｕｒｃｅａｐｐｌｉｅｄｏｎａｆｌｕｉｄ

ｆｉｌｌｅｄｂｏｒｅｈｏｌｅ，ａｎｄ（ｃ）ａｍｏｎｏｐｏｌｅａｃｏｕｓｔｉｃｓｏｕｒｃｅｐｌａｃｅｄａｔｔｈｅ

ｃｅｎｔｅｒｏｆａｆｌｕｉｄｆｉｌｌｅｄｂｏｒｅｈｏｌｅ．

应遵循如下步骤：

∫
＋∞

－∞
犉（犺）ｄ犺＝∫犆

ｅｘｐ（ｌｎ犉（犺））ｄ犺， （２１）

其中积分函数ｅｘｐ（ｌｎ犉（犺））的振荡是由ｌｎ犉（犺）虚

部的变化导致的．而沿ｌｎ犉（犺）的虚部等值线进行积

分时，ｌｎ犉（犺）虚部保持不变，积分函数的振荡性就

会完全消失．从复平面上的大多数点出发沿虚部等

值线积分，两个方向的积分函数分别是指数增加和

指数减少．但是对于某些特殊的点来说，两个方向的

积分函数都以指数形式减少．我们称这些点为鞍点

（ｓａｄｄｌｅｐｏｉｎｔ），记为犺ｓ．它们满足如下条件：

　
ｄ

ｄ犺
ｌｎ犉（犺）

犺＝犺ｓ

＝０，
ｄ２

ｄ犺２
ｌｎ犉（犺）

犺＝犺ｓ

≠０，（２２）
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从鞍点出发的所有方向中，沿虚部等值线两个方向，

积分函数的减小是最快的．因此，这条经过鞍点的

ｌｎ犉（犺）虚部等值线被称为最速下降路径（Ｓｔｅｅｐｅｓｔ

ＤｅｓｃｅｎｔＰａｔｈ，简称ＳＤＰ）．ＳＤＰ上任意一点犺都满足

ｌｎ犉（犺）＝ｌｎ犉（犺ｓ）－犡
２， （２３）

其中犡是任意正实数．已知犺ｓ就可利用上式计算出

整条最速下降路径．

实际情况下遇到的函数往往形式较为复杂，解

析地计算犉（犺）的最速下降路径比较困难．如果积

分函数可以写成犌（犺）犉（犺）的形式，其中犉（犺）可以

解析地计算最速下降路径，且犌（犺）是一个变化平缓

的函数，则使用犉（犺）的最速下降路径代替犌（犺）犉（犺）

的最速下降路径也可以得到很好的结果（图３ｄ）．从

（７）、（９）式中可以看出，珟犝（犺，ω）由Ｈａｎｋｅｌ函数组成，

而 Ｈａｎｋｅｌ函数的振荡性由ｅｘｐ（ｉ狕）贡献．我们记去

除振荡性后的Ｈａｎｋｅｌ函数为 犎^
（１）

狀
（狕），则有

犎^
（１）

狀
（狕）＝犎

（１）

狀
（狕）ｅｘｐ（－ｉ狕）， （２４）

该函数在数值计算中被称为归一化 Ｈａｎｋｅｌ函数

（ｓｃａｌｅｄＨａｎｋｅｌｆｕｎｃｔｉｏｎ）．代入（７）式可得

珦犝狉＝珟犅１
犔^１１１

犱^

ｅｘｐｉ狇１（狉－犪［ ］）＋珟犅１
犔^１１２

犱^

ｅｘｐｉ狇２（狉－犪［ ］）＋珟犅３
犔^１３１

犱^

ｅｘｐｉ狇１（狉－犪［ ］）＋珟犅３
犔^１３２

犱^

ｅｘｐｉ狇２（狉－犪［ ］），

珦犝θ＝珟犅２犔^２２ｅｘｐｉ狇３（狉－犪［ ］），

珟犝狕＝珟犅１
犔^３１１

犱^

ｅｘｐｉ狇１（狉－犪［ ］）＋珟犅１
犔^３１２

犱^

ｅｘｐｉ狇２（狉－犪［ ］）＋珟犅３
犔^３３１

犱^

ｅｘｐｉ狇１（狉－犪［ ］）＋珟犅３
犔^３３２

犱^

ｅｘｐｉ狇２（狉－犪［ ］），（２５）

其中犱^，犔^１１犼，犔^１３犼，犔^３１犼，犔^３３犼，犼＝１，２可以通过将（９）式中的犎
（１）

狀
（狕）替换成 犎^

（１）

狀
（狕）得到，犔^１１１，犔^１１２ 代表犔^１１

中犎
（１）

狀
（狇１狉），犎

（１）

狀
（狇２狉）的系数．从（２５）式可以看到ｅｘｐｉ狇犼（狉－犪［ ］） 项对频率波数域解的振荡性贡献最大．考虑

到波数域积分函数为珦犝０（犺，ω）ｅｘｐ（ｉ犺狕），我们将犉（犺）设为ｅｘｐｉ狇（狉－犪）＋［ ］犺狕 ．

记

犳（犺）＝ｌｎ犉（犺）＝ｉ狇（狉－犪）＋［ ］犺狕 ， （２６）

其中

狇＝
ω
２

犮２
－犺（ ）２

１
２

，取Ｉｍ狇＞０∪ （Ｉｍ狇＝０∩ωＲｅ狇＞０）， （２７）

其中犮＝α，β．与近似条件下的解析解中使用的犳（犺）＝ｉ（狇狉＋犺狕）不同，我们在最速下降路径的计算中考虑了

井孔半径犪的影响．令犳′（犺）＝０，可以得到

图３　最速下降积分和实轴积分的对比
图（ａ）（ｃ）分别是实轴积分和最速下降积分在复波数平面内的积分路径，图（ｂ）（ｄ）则是两个路径上的积分函数．波数犺的单位是ｍ－１．

Ｆｉｇ．３　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＳｔｅｅｐｅｓｔＤｅｓｃｅｎｔＩｎｔｅｇｒａｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄａｎｄＲｅａｌａｘｉｓＩｎｔｅｇｒａｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄ
Ｐａｎｅｌｓ（ａ）（ｃ）ｓｈｏｗｔｗｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｐａｔｈｓｆｏｒＲｅａｌａｘｉｓＩｎｔｅｇｒａｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄａｎｄＳｔｅｅｐｅｓｔＤｅｓｃｅｎｔＩｎｔｅｇｒａｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄ

ｉｎｃｏｍｐｌｅｘｗａｖｅｎｕｍｂｅｒｐｌａｎｅ，ｗｈｉｌｅ（ｂ）（ｄ）ａｒｅｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｉｎｔｅｇｒａｎｄｓａｌｏｎｇｔｈｅｐａｔｈｓ．
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　　犺ｓ＝
ω
犮
狕
犚
，狇ｓ＝

ω
犮
狉－犪
犚
，犳（犺ｓ）＝ｉ

ω
犮
犚， （２８）

其中犚＝ （狉－犪）
２
＋狕槡

２．将（２６）式代入犳（犺）＝犳（犺ｓ）－犡
２，整理可得，

犚２犺２＋ ２ｉ（犳（犺ｓ）－犡
２）［ ］狕犺－［ω

２（狉－犪）
２

犮２
＋（犳（犺ｓ）－犡

２）２］＝０， （２９）

方程解为

犺１，２ ＝
－２ｉ犳（犺ｓ）－犡［ ］２ 狕±槡Δ

２犚２
， （３０）

其中Δ是（２９）式的判别式．当犡＝０时，

犺１，２ ＝－ｉ
犳（犺ｓ）狕

犚２
＝
ω狕
犮犚
＝犺ｓ， （３１）

当犡从０变化到＋∞时，犺１，２形成两条从犺ｓ一直到无穷大的曲线，这两条曲线合并一起就是最速下降路径．

槡Δ有两个解，如果设犺１ 是Ｒｅ槡Δ＞０的那个解，那么

Ｒｅ犺１ ＝Ｒｅ
－２ｉ犳（犺ｓ）－犡［ ］２ 狕

２犚［ ］２ ＋Ｒｅ槡Δ＝Ｒｅ－ｉ
犳（犺ｓ）

犚［ ］２ ＋Ｒｅ槡Δ＞Ｒｅ犺ｓ， （３２）

因此，犺１所代表的分支在鞍点犺ｓ的右侧，我们称之为ＳＤＰ的右支，记为犆１；同理犺２是ＳＤＰ的左支，记为犆２．

犆１，２ 的正方向为犡
２增加的方向，所以最速下降路径犆ＳＤＰ＝－犆２＋犆１．结合复变函数中的Ｊｏｒｄａｎ引理，可以

将实轴上的积分完全变成沿ＳＤＰ的积分，如下式所示：

　　　　∫
＋ ∞

－∞
犝０（犺，ω）ｅ

ｉ犺狕ｄ犺＝∫犆
ＳＤＰ

犌（犺，ω）ｅ
ｉ 狇（狉－犪）＋［ ］犺狕 ｄ犺

＝∫－犆２

犌（犺２，ω）ｅ
ｉ 狇（狉－犪）＋犺２
［ ］狕 ｄ犺＋∫犆

１

犌（犺１，ω）ｅ
ｉ 狇（狉－犪）＋犺１
［ ］狕 ｄ犺

＝－∫
＋∞

０
犌（犺２，ω）ｅ

－犡
２

犺′２（犡）ｄ犡＋∫
＋ ∞

０
犌（犺１，ω）ｅ

－犡
２

犺′１（犡）ｄ犡

＝∫
＋ ∞

０
犌（犺１，ω）犺′１（犡）－犌（犺２，ω）犺′２（犡［ ］）ｅ－犡

２

ｄ犡， （３３）

由于积分函数以ｅｘｐ（－犡
２）衰减，根据计算精度要

求，可以很容易地确定上式的积分截断上限．同时，

由于积分函数非常光滑，较低的采样率也可以得到

相当高的精度．

４　近似条件下远场解析解的适用性特征

４．１　最速下降积分法试验

我们首先验证最速下降积分法在计算远场波场

时的适用性，采用如下参数模型：井孔半径为０．１ｍ，检

波器放置在距离钻井１０００ｍ处；井外地层为常见

的Ｐｉｅｒｒｅ页岩，其Ｐ波波速为２０７４ｍ·ｓ－１，Ｓ波为

８６９ｍ·ｓ－１，密度为２２５０ｋｇ·ｍ
－３（Ｍｅｒｅｄｉｔｈ，１９９１）；

震源为径向应力震源，震源时间函数是主频为

３０Ｈｚ的Ｒｉｃｋｅｒ子波（图４ａ）．该主频的震源在这种

地层中的特征波长λｍ 约为３４６ｍ，既远大于井孔半

径２ｍ，又远小于１０００ｍ，同时满足“小井孔”和“远

场”假设，近似条件下的解析解可以准确地得到位

移解．

从径向应力源的远场解析解（１４）式可知，远场

的波形正比于Ｒｉｃｋｅｒ子波的导数（图４ｂ）．图４ｃ是

地震记录的径向分量，其中实线代表半解析解，虚线

代表解析解，倒三角形标注了Ｐ波的理论到时．数

值试验结果表明，用最速下降路径积分得到的数值

解与近似条件下的解析解吻合很好（图４ｃ）．由于在

本例条件下，解析解对位移刻画较为准确，所以这一

结果进一步验证了最速下降积分法的正确性．

４．２　径向应力震源

４．２．１　高频情况

径向应力震源通常用来模拟炮眼中的爆炸震

源，典型的炮眼半径约为０．１ｍ．为了避免震源激发

时地面的剧烈振荡破坏检波器和近井的井壁面波的

影响，检波器一般放置在离井一段距离之外，放置在

狉＝１０００ｍ，狕＝０ｍ处，其他参数也同４．１节．

我们首先检验“小井孔”假设失效时的情况．在

井孔绝对半径不变的情况下，通过减小特征波长同

样可以使“小井孔”假设失效．在地层速度不变的前

提下，提高震源的主频可以减小特征波长．计算结果

如图５所示．该模型中，“小井孔”的条件为特征波场

λ犪＝０．１ｍ，图５ａ中可以看出，该假设条件完全满
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图４　径向应力源激发波场的半解析解和解析解对比

（ａ）震源时间函数（Ｒｉｃｋｅｒ子波）；（ｂ）解析解远场波形（Ｒｉｃｋｅｒ子波的导数）；（ｃ）实线表示最速下降积分得到狌狉的半解析解，

虚线为解析解．倒三角形为Ｐ波的到时．

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｓｅｍｉａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ

ｏｆｗａｖｅｆｉｅｌｄｅｘｃｉｔｅｄｂｙａｒａｄｉａｌｓｔｒｅｓｓｓｏｕｒｃｅ

（ａ）Ｓｏｕｒｃｅｔｉｍｅｆｕｎｃｔｉｏｎ（Ｒｉｃｋｅｒｗａｖｅｌｅｔ）；（ｂ）Ｆａｒｆｉｅｌｄｗａｖｅｆｏｒｍｏｆａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｏｆＲｉｃｋｅｒｗａｖｅｌｅｔ）；（ｃ）Ｓｏｌｉｄ

ｌｉｎｅｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｓｅｍｉａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ狌狉ｏｂｔａｉｎｅｄｂｙＳｔｅｅｐｅｓｔＤｅｓｃｅｎｔＩｎｔｅｇｒａｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄａｎｄｄａｓｈｅｄｌｉｎｅｉｓｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃａｌ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ．ＴｈｅｉｎｖｅｒｔｅｄｔｒｉａｎｇｌｅｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｒｒｉｖａｌｔｉｍｅｏｆＰｗａｖｅｓ．

图５　高频情况下径向应力源激发波场的半解析解（实线）和近似条件下的解析解（虚线）对比

图（ａ—ｆ）分别是Ｒｉｃｋｅｒ子波主频为３０，５０，１００，３００，５００，１０００Ｈｚ时，位于狉＝１０００ｍ，狕＝０ｍ处的

检波器记录的径向分量．倒三角形为Ｐ波理论到时．

Ｆｉｇ．５　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｓｅｍｉａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｓｏｌｉｄｌｉｎｅ）ａｎｄｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｄａｓｈｅｄｌｉｎｅ）

ｏｆｗａｖｅｆｉｅｌｄｅｘｃｉｔｅｄｂｙａｒａｄｉａｌｓｔｒｅｓｓｓｏｕｒｃｅｆｏｒｈｉｇｈｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

Ｐａｎｅｌｓ（ａ—ｆ）ａｒｅｒａｄｉａｌｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓｏｆｓｅｉｓｍｏｇｒａｍｓｒｅｃｏｒｄｅｄｂｙｔｈｅｒｅｃｅｉｖｅｒｐｌａｃｅｄａｔ狉＝１０００ｍ，狕＝０ｍｗｉｔｈｔｈｅｐｅａｋｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆ

Ｒｉｃｋｅｒｗａｖｅｌｅｔｂｅｉｎｇ３０，５０，１００，３００，５００，１０００Ｈｚｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．ＴｈｅｉｎｖｅｒｔｅｄｔｒｉａｎｇｌｅｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｒｒｉｖａｌｔｉｍｅｏｆＰｗａｖｅｓ．
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足时，两者之间差异很小．当震源主频逐渐增加时，

子波波长逐渐减小，图５ｂ和图５ｃ的假设条件接近

失效，两者之间的差异增加，但波形差异仍然较小．

当子波波长进一步减小时，“小井孔”假设失效（图

５ｄ—５ｆ），虽然数值解和近似条件下的解析解的Ｐ波

到时一直保持在理论到时０．４８２１ｓ处，但两者在振

幅和相位方面的差异开始凸显．其中，半解析解的振

幅略高于解析解的振幅，最大振动的到时相对滞后．

解析解将波场对圆柱形井壁这一特殊的边界条

件的复杂响应简化为一个尺度因子犪２（见式（１４））．

满足“小井孔”假设时，由于井孔半径远小于特征波

长，钻井对远场波场影响不大，解析解的简化较为合

理．而当“小井孔”假设失效时，井孔对波场的作用开

始体现，即使在远场的地震记录上也会有响应．

除了振幅和相位相对的差异外，两者的绝对振

幅都会随着频率的变大而迅速地增加．这是因为两

者的位移都大致正比于Ｒｉｃｋｅｒ子波的导数．

４．２．２　低频情况

当震源频率变低时，特征波长会随之增加．虽然

这时“小井孔”假设不会受到影响，但是有可能会导

致“远场”假设失效．低频情况下的计算结果如图６

所示．该模型中“远场”假设的条件是λ狉＝１０００ｍ．

从图６ａ中可以看出，该假设完全满足，两者差异很

小．但是当震源主频逐渐到５Ｈｚ时，“远场”假设接

近失效，两者差异已经开始体现（图６ｂ）．随着震源

主频的进一步增加，两者之间的差异越来越明显（图

６ｃ—６ｆ）．在低频情况下，半解析解和解析解同样出

现了振幅和相位上的偏差．数值解的振幅大于解析

解，并且比高频情况下更加明显（图６ｄ—６ｆ）．与高

频情况不同的是，低频情况下数值解的波形与解析

解也有比较明显的差别，逐渐从Ｒｉｃｋｅｒ子波的导数

变成了Ｒｉｃｋｅｒ子波．

一般情况下，远场是指炮检距的尺度远大于震

源尺度；而在井中震源问题中，“远场”假设比较的是

炮检距的尺度和特征波长的尺度．所以虽然本例中

炮检距（１０００ｍ）远大于震源的尺度（０．１ｍ），但是并

不一定满足“远场”假设．如图６ｃ—６ｆ中，特征波长大

于或等于炮检距时，解析解与数值解出现明显的差异．

４．３　轴向应力震源

轴向应力震源会用来模拟一些附着在井壁上的

图６　低频情况下径向应力源激发波场的半解析解（实线）和解析解（虚线）的对比

图（ａ—ｆ）分别是Ｒｉｃｋｅｒ子波主频为３０，５，２，１，０．５，０．１Ｈｚ时检波器记录的径向分量．倒三角形为Ｐ波理论到时．

Ｆｉｇ．６　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｓｅｍｉａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｓｏｌｉｄｌｉｎｅ）ａｎｄｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｄａｓｈｅｄｌｉｎｅ）

ｏｆｗａｖｅｆｉｅｌｄｅｘｃｉｔｅｄｂｙａｒａｄｉａｌｓｔｒｅｓｓｓｏｕｒｃｅｆｏｒｌｏｗｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

Ｐａｎｅｌｓ（ａ—ｆ）ａｒｅｒａｄｉａｌｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓｏｆｓｅｉｓｍｏｇｒａｍｓｒｅｃｏｒｄｅｄｂｙｔｈｅｒｅｃｅｉｖｅｒｐｌａｃｅｄａｔ狉＝１０００ｍ，狕＝０ｍｗｉｔｈｔｈｅｐｅａｋｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

ｏｆＲｉｃｋｅｒｗａｖｅｌｅｔｂｅｉｎｇ３０，５，２，１，０．５，０．１Ｈｚｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．ＴｈｅｉｎｖｅｒｔｅｄｔｒｉａｎｇｌｅｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｒｒｉｖａｌｔｉｍｅｏｆＰｗａｖｅｓ．
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图７　轴向应力源激发波场的半解析解（实线）和解析解（虚线）的对比

图（ａ—ｃ）分别是Ｒｉｃｋｅｒ子波主频为３０，０．５，５００Ｈｚ时检波器的垂向分量．倒三角形是ＳＶ波的理论到时．

Ｆｉｇ．７　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｓｅｍｉａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｓｏｌｉｄｌｉｎｅ）ａｎｄｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｄａｓｈｅｄｌｉｎｅ）

ｏｆｗａｖｅｆｉｅｌｄｅｘｃｉｔｅｄｂｙａａｘｉａｌｓｔｒｅｓｓｓｏｕｒｃｅ

Ｐａｎｅｌｓ（ａ）—（ｃ）ａｒｅｖｅｒｔｉｃａｌｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓｏｆｓｅｉｓｍｏｇｒａｍｓｗｉｔｈｔｈｅｐｅａｋｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆＲｉｃｋｅｒｗａｖｅｌｅｔｂｅｉｎｇ３０，０．５，５００Ｈｚｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

ＴｈｅｉｎｖｅｒｔｅｄｔｒｉａｎｇｌｅｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｒｒｉｖａｌｔｉｍｅｏｆＳＶｗａｖｅｓ．

图８　旋转应力源激发波场半解析解（实线）和解析解（虚线）的对比

图（ａ—ｃ）分别是Ｒｉｃｋｅｒ子波主频为３０，０．５，５００Ｈｚ时检波器的横向分量．倒三角形是ＳＨ波的理论到时．

Ｆｉｇ．８　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｓｅｍｉａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｓｏｌｉｄｌｉｎｅ）ａｎｄｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｄａｓｈｅｄｌｉｎｅ）

ｏｆｗａｖｅｆｉｅｌｄｅｘｃｉｔｅｄｂｙａｔｏｒｓｉｏｎａｌｓｔｒｅｓｓｓｏｕｒｃｅ

Ｐａｎｅｌｓ（ａ—ｃ）ａｒｅｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓｏｆｓｅｉｓｍｏｇｒａｍｓｗｉｔｈｔｈｅｐｅａｋｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆＲｉｃｋｅｒｗａｖｅｌｅｔｂｅｉｎｇ３０，０．５，５００Ｈｚｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

ＴｈｅｉｎｖｅｒｔｅｄｔｒｉａｎｇｌｅｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｒｒｉｖａｌｔｉｍｅｏｆＳＨｗａｖｅｓ．

振荡器震源、随钻震源，或者与径向震源来共同模拟

一些较为复杂的震源．计算结果如图７所示．因为轴

向震源在检波器处的位移场只有垂向分量，所以图

中对比的是解析解和数值解的垂向分量．轴向震源

的远场波形是Ｒｉｃｋｅｒ子波（图７），因此两者绝对振

幅都无明显变化．当满足“小井孔”假设和“远场”假

设时，两者差异很小（图７ａ），而当“远场”假设失效

（图７ｂ）或“小井孔”假设失效（图７ｃ）时，两者之间会

有较为明显的差异．

４．４　旋转应力震源

旋转应力震源可能由钻头旋转产生，也有可能

由钻缆与井壁的摩擦产生．通常情况下旋转应力源

的强度较小，产生的地震波能量也较弱．计算结果如

图８所示．与前两种震源产生ＰＳＶ波不同，旋转应
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力震源只产生ＳＨ波，所以图８中比较的是位移的

横向分量．由于旋转震源远场波形是Ｒｉｃｋｅｒ子波的

导数，所以两者的绝对振幅与频率呈现正相关．在

“远场”假设（图８ｂ）或“小井孔”假设（图８ｃ）失效时，

两者同样会出现明显的差异．

５　结论

本文采用沿最速下降路径的数值积分计算了

井中震源的远场波场．由于沿该路径的积分函数

不存在任何振荡，因此获得了高精度的数值积分．

最速下降积分在计算时可以将Ｐ波和ＳＶ波分离，

避免了波形之间的互相干扰．该方法保留了对波

数域极点和支线进行分析的可能性，可以解析地

得到面波，折射波出现的位置和波形．模型试验表

明，当“小井孔”和“远场”假设不满足时，近似条件

下解析解的振幅和波形相对于半解析解都会有明

显的偏差，使用半解析解能获得更准确的波场

信息．

附录犃　井中震源的频率波数域解

柱坐标系下的波动方程为

　　　

（λ＋２μ）

２狌狉

狉
２ ＋

１

狉
狌狉

（ ）狉 ＋μ
狉２

２狌狉

φ
２ ＋μ


２狌狉

狕
２ －

λ＋２（ ）μ
狉２

狌狉＋
１

狉
（λ＋μ）


２狌θ
狉θ

－
１

狉２
（λ＋３μ）

狌θ
θ

　＋（λ＋μ）

２狌狕

狉狕
＝ρ

２狌狉

狋
２
，

１

狉
（λ＋μ）


２狌狉

狉θ
＋
１

狉２
（λ＋３μ）

狌狉

φ
＋μ


２狌θ

狉
２ ＋

１

狉
狌θ
（ ）狉 ＋

λ＋２μ
狉２


２狌θ

θ
２ ＋μ


２狌θ

狕
２ －

μ
狉２
狌θ

　＋
１

狉
（λ＋μ）


２狌狕

θ狕
＝ρ

２狌θ

狋
２
，

（λ＋μ）

２狌狉

狉狕
＋
１

狉
狌狉

（ ）狕 ＋
１

狉
（λ＋μ）


２狌θ
θ狕

＋μ

２狌狕

狉
２ ＋

１

狉
狌狕

狉
＋
１

狉２

２狌狕

φ
（ ）２ ＋λ

２狌狕

狕
２ ＝ρ


２狌狕

狋
２ ．

（Ａ１）

将势函数表达式狌＝

Δ

＋

Δ

×

Δ

犲狕＋

Δ

×（ψ犲狕［ ］） 代入上式可得

Δ

２
－

２

狕（ ）２ μ

Δ

２
－ρ

２

狋［ ］２ ＝０， （Ａ２）

其中

Δ

２
＝

２

狉
２＋
１

狉

狉
＋
１

狉２

２

θ
２＋

２

狕
２ ．这与各向同性介质中ＳＨ波与Ｐ，ＳＶ波解耦的现象一致．剩下的两个

关于ＰＳＶ的方程为

Δ

２
－

２

狕（ ）２ （λ＋２μ）

Δ

２

－ρ

２


狋［ ］２ ＋狕 μ

Δ

２

ψ－ρ

２

ψ
狋［ ］｛ ｝２ ＝０，


狕

（λ＋２μ）

Δ

２

－ρ

２


狋［ ］２ ＋ 

２

狕
２－

Δ

（ ）２ μ

Δ

２

ψ－ρ

２

狋
２［ ］ψ ＝０．

（Ａ３）

　　在柱坐标系下，通常用柱面波分解代替平面波分解来求解波动方程．柱面波可以表示为犎
（１）

狀
（狇狉）ｅ

－ｉω狋，

其中犎
（１）

狀
（狕）是Ｂｅｓｓｅｌ函数的一种，也叫做第一类Ｈａｎｋｅｌ函数，狇是径向波数．在前人的研究工作中（Ａｂｏ

Ｚｅｎａ，１９７７；Ｂｌａｉｒ，２００７），有些研究者采用修正Ｂｅｓｓｅｌ函数，但是ｅ－ｉω狋和犎
（１）

狀
（狕）的组合可以更直观描述向

外传播的柱面波．设

　　　　　　

（狉，θ，狕，狋）＝
１

２（ ）π
２

∑
∞

狀＝－∞∫
∞

－∞∫
∞

－∞

珟Φ狀（狉，犺，ω）ｅｘｐｉ（犺狕＋狀θ－ω狋［ ］）ｄ犺ｄω，

ψ（狉，θ，狕，狋）＝
１

２（ ）π
２

∑
∞

狀＝－∞∫
∞

－∞∫
∞

－∞

珦Ψ狀（狉，犺，ω）ｅｘｐｉ（犺狕＋狀θ－ω狋［ ］）ｄ犺ｄω，

（狉，θ，狕，狋）＝
１

２（ ）π
２

∑
∞

狀＝－∞∫
∞

－∞∫
∞

－∞

珦犡狀（狉，犺，ω）ｅｘｐｉ（犺狕＋狀θ－ω狋［ ］）ｄ犺ｄω，

（Ａ４）

其中

　　　　珟Φ狀（狉，犺，ω）＝犳１犎
（１）

狀
（狇狉），珦Ψ狀（狉，犺，ω）＝犳２犎

（１）

狀
（狇狉），珦犡狀（狉，犺，ω）＝犳３犎

（１）

狀
（狇狉） （Ａ５）

是柱面波，也可以看作是频率波数域的解．将（Ａ４）、（Ａ５）代入（Ａ３）式中，并考虑到Ｈａｎｋｅｌ函数的定义

ｄ２

ｄ狉２
犎
（１）

狀
（狇狉）＋

１

狉
ｄ

ｄ狉
犎

（１）

狀
（狇狉）＋ 狇

２
－
狀２

狉（ ）２ 犎（１）

狀
（狇狉）＝０， （Ａ６）

３２９２



地 球 物 理 学 报（ＣｈｉｎｅｓｅＪ．Ｇｅｏｐｈｙｓ．） ５８卷　

可以得到

　　　　

狇
２ （λ＋２μ）（狇

２
＋犺

２）－ρω［ ］２ 犳１＋ｉ犺μ（狇
２
＋犺

２）－ρω［ ］２ 犳｛ ｝２ 犎
（１）

狀
（狇狉）＝０，

ｉ犺 －（λ＋２μ）（狇
２
＋犺

２）＋ρω［ ］２ 犳１－狇
２

μ（狇
２
＋犺

２）－ρω［ ］２ 犳｛ ｝２ 犎
（１）

狀
（狇狉）＝０，

狇
２

μ（狇
２
＋犺

２）－ρω［ ］２ 犳３犎
（１）

狀
（狇狉）＝０．

（Ａ７）

（Ａ７）式是关于犳１，犳２，犳３ 的线性方程组，如要得到非零解，必须满足

　　狇
４（狇

２
＋犺

２）（λ＋２μ）（狇
２
＋犺

２）－ρω［ ］２ μ（狇
２
＋犺

２）－ρω［ ］２ μ（狇
２
＋犺

２）－ρω［ ］２ （犎
（１）

狀
（狇狉））

３
＝０，（Ａ８）

其中当狇＝０时，犎
（１）

狀
（狇狉）是一个奇点，上述的推导过程不成立，所以现在只考虑狇≠０的情况．这时，（Ａ８）

式可以简化成

（λ＋２μ）（狇
２
＋犺

２）－ρω［ ］２ μ（狇
２
＋犺

２）－ρω［ ］２ μ（狇
２
＋犺

２）－ρω［ ］２ ＝０， （Ａ９）

可以看到，Ｐ，ＳＶ，ＳＨ 波在各向同性介质中都是解耦的．从（Ａ９）式可以得到狇的三对共轭解，根据

Ｓｏｍｍｅｒｆｅｌｄ辐射条件，我们选择Ｉｍ狇＞０的三个解来保证波场解在无穷远处的能量有限．当Ｉｍ狇＝０时，我

们选择ωＲｅ狇＞０的解来保证波场是向外传播的．所以，势函数在频率波数域的解为

珟Φ狀（狉，犺，ω）＝犳１犎
（１）

狀
（狇１狉），珦Ψ狀（狉，犺，ω）＝犳２犎

（１）

狀
（狇２狉），珦犡狀（狉，犺，ω）＝犳３犎

（１）

狀
（狇３狉）， （Ａ１０）

其中狇１＝ ρω
２／（λ＋２μ）－犺［ ］２ １／２，狇２＝狇３＝ ρω

２／μ－犺［ ］２ １／２．犳１，２，３是三个待定的参数，可以通过边界条件

来确定．设边界条件为

σ狉狉 狉＝犪 ＝犫１（θ，狕，狋），

σ狉θ 狉＝犪 ＝犫２（θ，狕，狋），

σ狉狕 狉＝犪 ＝犫３（θ，狕，狋）． （Ａ１１）

将边界条件也变换到频率波数域，可以得到关于犳１，２，３ 的线性方程组

犇犳＝珟犅， （Ａ１２）

其中珟犅＝ ［珟犅１狀，珟犅２狀，珟犅３狀］
Ｔ 是犫１，２，３（θ，狕，狋）在频率波数域的表示，

珟犅犼狀 ＝
１

２π∫
π

－π∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
犫犼（θ，狕，狋）ｅｘｐ犻（－狀θ－犺狕＋ω狋［ ］）ｄ狋ｄ狕ｄθ， （Ａ１３）

犳＝ 犳１，犳２，犳［ ］３
Ｔ，犇＝ 犇犻［ ］犼 ．犇犻犼 的具体表达式为
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１

犪μ
狇１犎

（１）

狀＋１
（狇１犪），

犇１２ ＝－ｉ犺２μ狇
２
２－２μ

狀（狀－１）

犪（ ）２ 犎
（１）

狀
（狇２犪）＋２

１

狉
ｉμ犺狇２犎

（１）

狀＋１
（狇２犪），

犇１３ ＝２ｉ狀μ
狀－１

犪２
犎
（１）

狀
（狇３犪）－狇３

１

犪
犎狀＋１（狇３犪（ ）），

犇２１ ＝２ｉμ
狀（狀－１）

犪２
犎
（１）

狀
（狇１犪）－狇１

狀
犪
犎

（１）

狀＋１
（狇１犪（ ）），

犇２２ ＝－２μ犺
狀（狀－１）

犪２
犎
（１）

狀
（狇２犪）－狇２

狀
犪
犎

（１）

狀＋１
（狇２犪（ ）），

犇２３ ＝μ 狇
２

３－
２狀（狀－１）

犪（ ）２ 犎
（１）

狀
（狇３犪）－狇３

２

犪
犎狀＋１（狇３犪（ ）），

犇３１ ＝２ｉμ犺
狀
犪
犎

（１）

狀
（狇１犪）－狇１犎

（１）

狀＋１
（狇２犪［ ］），

犇３２ ＝μ（狇
２

２－犺
２）狀
犪
犎

（１）

狀
（狇１犪）－狇２犎

（１）

狀＋１
（狇２犪［ ］），

犇３３ ＝－
１

犪
狀μ犺３犎

（１）

狀
（狇３犪）．

（Ａ１４）

从（Ａ１２）、（Ａ１４）可以看出，任意类型的井中震源都可以产生Ｐ，ＳＶ和ＳＨ波．

轴对称情况对应于狀＝０的情况．这时犇犻犼 的表达式退化成

４２９２
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犇１１ ＝－（（λ＋２μ）狇
２

１＋λ犺
２）犎

（１）

０
（狇１犪）＋２

１

犪μ
狇１犎

（１）

１
（狇１犪），

犇１２ ＝－２ｉμ犺狇
２

２犎
（１）

０
（狇２犪）＋２

１

狉
ｉμ犺狇２犎

（１）

１
（狇２犪），

犇２３ ＝μ狇３ 狇３犎
（１）

０
（狇３犪）－

２

犪
犎１（狇３犪（ ）），

犇３１ ＝－２ｉμ犺狇１犎
（１）

１
（狇２犪），

犇３２ ＝－μ狇２（狇
２

２－犺
２）犎

（１）

１
（狇２犪），

犇１３ ＝犇２１ ＝犇２２ ＝犇３３ ＝０．

（Ａ１５）

解这个方程组得到犳１，２，３ 后，将（Ａ１０）代入势函数的表达式，得到频率波数域的位移解表达式：

珦犝狉

珦犝θ

珦犝

熿

燀

燄

燅狕

＝

－狇１犎
（１）

１
（狇１狉） －ｉ犺狇２犎

（１）

１
（狇２狉） ０

０ ０ 狇３犎
（１）

１
（狇３狉）

ｉ犺犎
（１）

０
（狇１狉） 狇

２

２犎
（１）

０
（狇２狉）

熿

燀

燄

燅０

犳１

犳２

犳

熿

燀

燄

燅３

， （Ａ１６）

记（Ａ１６）式中的矩阵为犓，则

珟犝＝犓
ａｄｊ犇
ｄｅｔ犇

珟犅 （Ａ１７）

其中ｄｅｔ犇是犇 的行列式，ａｄｊ犇是犇 的伴随矩阵．
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